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1. Uvod



Klasicka logika
Logika se zabyva pravdivosti vyroku a jejim pfenasenim v Usudcich

Klasicka (,aristotelovska®) logika je dvojhodnotova:

« ANO CiNE

1 nebo 0 (napr. v pocitacich)

« X<09Y, neboxneni<5 .. ostré vlastnostia mnoziny
« vyrok je bud pravdivy, nebo nepravdivy

Vhodna pro matematiku a pocCitaCe, ale méne uz pro skutecny svet
a prirozeny jazyk. ProC? - Protoze spousta béznych vlastnosti
ma neostrou hranici!



Vlastnosti s neostrou hranici

* V kolika letech (a dnech) prestane Clovek byt miady?

« Do kolika stupnu (a setin stupné) Celsia je voda studena?
« Kde presne (na metr, milimetr...) koncCi Aory?

» Kde presné v duze zacina a koncCi zelena?

Tyto vlastnosti maji postupny, neostry prechod - nikoli ostrou
hranici

Il VetSina vlastnosti ve skuteCném svéete a prirozeném jazyce je
neostra; ostre vlastnosti se vyskytuji predevsim v matematice



Ostré vs. neostré viastnosti

ostra mnozina neostra mnozina
ostré vydeéleni neostreé vydeéleni
klasicka logika neklasicka logika?



Aproximace ostrymi viastnostmi

Neostre vlastnosti |ze Casto aproximovat ostrymi mnozinami -
dodanim umeleho prahu (ale kam?)

Tyto aproximace casto funguji dobre (proto klasicka logika lidem
tak dlouho stacila), nékdy vSak vedou k problémUm



Paradox hromady

1 000 000 zrnek pisku tvori
hromadu

Odebranim 1 zrnka pisku
hromada neprestane byt
hromadou

Tedy 999 999 zrnek pisku tvori
hromadu

[opakujme 1 000 000 krat]
Tedy 0 zrnek pisku tvori hromadu

Paradox sorités (z fec. soros = hromada), pripisovan Eubulidovi z Milétu
(megarska Skola, soucasnik Aristoteltv, autor 7 logickych paradox)



Varianty paradoxu hromady

« Paradox holohlavého (vypadnutim 1 vlasu se nestaneme
holohlavymi), atd.

* Pro neostre vlastnosti Ize zkonstruovat (alespon myslenou)
posloupnost typu sorités a na ni provest uvahu vedouci
k paradoxu

* V matematice: které je nejmensi velke prirozene cislo? (Kazda
neprazdna mnozina prirozenych Cisel ma nejmensi prvek!)

= Ostré mnoziny v nekterych pfipadech nemodeluji neostré
vlastnosti dobre



Plati klasicka logika pro neostré viastnosti?

Ostra vlastnost - klasicka logika Neostra vlastnost - neklasicka logika!

Zakon vylouceni tretiho: Zakon vyloucCeni tfetiho zde neplati:
bud A, nebo ne-A bud’ Anebo ne-A?
bod bud’ je, nebo neni ¢erny bod bud’ je ¢erny, nebo neni Cerny?

- nikoli: maze byt Sedy!



Neklasicka logika neostrych vilastnosti

Neklasickych logik bez zakona vylouceni tretiho existuje vice
(napr. intuicionisticka logika vhodna pro konstruovatelnost atp.)
Je tfeba vybrat vhodnou. - Jak?
Vystihnout neostry prechod = stupne pravdivosti:
nikoli jen 0 a 1, ale i Cisla mezi (napr. 0,5 Ci 0,792)

= fuzzy logika
angl. fuzzy znamena neostry, rozostreny, nepresny, opily, ...
termin prispél k popularité fuzzy logiky, ale také k nedorozumeénim

Fuzzy logika neni nepfesna: je presnou teorii neostrych vlastnosti



Vyrokova fuzzy logika

Misto dvou pravdivostnich hodnot 0 a 1 mame nekone
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Rozdily oproti klasické logice

Ve fuzzy logice:

* neplati zakon vylouceni tfetiho

* je vice moznosti pro vyrokove spojky

* A a Aneni obecné ekvivalentni A (vicenasobné pouziti neuplnée
pravdivého predpokladu muze snizovat pravdivost zavéru)

» nékteré formy usudku jsou platné jen pro ostré vyroky, nikoli pro
neostre

Dvouhodnotové vilastnosti ... klasicka logika ... logika typu Boolean
Realnehodnotove vlastnosti ... fuzzy logika ... logika typu real

(s realnymi Cisly nakladame jako se stupni pravdivosti vyroku)



Reseni paradoxu hromady

Namisto ostrého skoku fuzzy logika umoznuje (a zduvodnuje)
pozvolné snizovani stupnu pravdivosti:

0

0 N

Odebrani jednoho zrnka pisku z hromady nepatrne snizi
,Sstupen hromadovitosti“ (napr. o 0,000 001; klasicka logika
tento krok neumoznuje - zna jen 0 nebo 1).

Nula zrnek pisku tedy nemusi byt viibec hromadou.



Fuzzy logika # pravdépodobnost

Obé pracuji s hodnotami v intervalu [0, 1], ale maji rozdilné motivace
i zakonitosti:

Pravdepodobnost ... neznamy vysledek ostreho jevu
(padne na kostce Cislo 67?) ... stupné pravdepodobnosti

Fuzzy logika ... znamy stav neostreho jevu
(je zpola vypita sklenice plna?) ... stupne pravdivosti



Aplikace fuzzy logiky

« Pfesné usuzovani o pfibliznych pojmech
Napf. fuzzy cisla:
zhruba 3 plus zhruba 1000 je zhruba 1000
mnozstvi ,pfiblizné 543" a ,pfiblizné 546" se priblizné rovnaji
Lze je modelovat formalne pomoci fuzzy logiky
(lidé takto pocCitat umeji, je ale treba to naucit i pocitace)

« Matematicka fuzzy logika = teorie (zakladni vyzkum)
« Aplikace fuzzy logiky: zejm. strojové fizeni (napf. v prackach,
fotoaparatech aj.)
Dobré aplikace potfebuji dobrou teori



Trocha historie

Aristoteles - scholastici - Frege ... klasicka logika

1910 - 1950 ... prvni neklasicke logiky (Lukasiewicz, Heyting, Godel)

1965 ... Zadeh: pojem fuzzy mnoziny

1968 - 1998 ... zaklady fuzzy logiky (Goguen, ..., Pavelka, Novak)

od r.1975 ... aplikace fuzzy logiky a fuzzy mnozin(fuzzy rizeni)

1998 ... Hajek: kniha Metamathematics of fuzzy logic

od r. 1998 ... systematické zkoumani matematickée fuzzy logiky
(zejm. v Praze, Ostrave, Olomouci, Bratislave, Vidni, Linci,

Barcelone, Siene, Milanu, Kanazawe, Kjotu, ...)



Fuzzy logika v Cesku

Pionyri: Pultr, Pavelka, Novak (od 70. let)

Prazska ,Hajkova Skola“ fuzzy logiky na Ul
AV CR (Hajkova monografie z roku 1998
odstartovala celosvétovy rozvoj formalni
fuzzy logiky, ma pres 1000 citaci)

Teorie i aplikace na Ostravské univerzité
(Novak, ...), UP Olomouc (Bélohlavek, ..), ...

Aplikované fuzzy metody i teorie na UTIA AV
CR, FEL CVUT, ........ e

Metamathematics
of Fuzzy Logic



2. Fuzzy mnoziny



Zavedeni pojmu fuzzy mnoziny

« Lotfi A. Zadeh, 1965: Clanek Fuzzy
sets v casopise /nformation and
Control

* Motivovan inzenyrskymi aplikacemi

* Nyni volne ke stazeni na www
(v Google k 22. 6. 2012 prvni odkaz
na dotaz: Zadeh Fuzzy Sets)

L.A. Zadeh (¥1921)



Zadehuv Clanek Fuzzy Seits

Z uvodu C¢lanku (volny preklad):

4 SoUubor vsech realnych cisel o hodne vetsich nez 1, soubor
vsech krasnych zZen ¢i soubor vsech vysokych lidi zjevne netvori
mnozinu v obvyklem matematickem smyslu. Presto takove ..
soubory hraji duleZitou roli v lidském mysleni, zviaste
v oblastech rozpoznavani vzord, predavani informaci
a abstrakce.”

,Pujde o pojem fuzzy mnoziny, . souboru s kontinuem stupriu
nalezeni. Jak uvidime, pojem fuzzy mnoziny poskytuje ..vhodny
ramec v mnoha ohledech pripominajici aparat beznych mnoZzin,
Je vsak obecnéjsi a muze mit sirsi pole aplikacr ... “



Charakteristické funkce mnozin

« Charakteristicka funkce (klasické) mnoziny A c X:
1a(X) =1, pokud x € A,
1a(X) =0, pokud x ¢ A,
pro vSechna x € X.

Jde tedy o funkci y,: X — {0, 1}, jednoznacne urcenou ostrou
mnozinou (a jednoznacne ji vymezujici)

Pozn.: uzavrené intervaly znacCime [a, b], jak je zvykem
v odborné literature (na rozdil od stfedoSkolskych ucebnic)



Definice fuzzy mnoziny

Funkce pfislusnosti fuzzy mnoziny A na (ostré) mnozine X:
ua: X — [0, 1].
Stupen nalezeni x € A tedy muze byt libovolné Cislo a € [0, 1]
Znaceni: n,(x), Ci proste A(x), casto dokonce jen Ax.

Teorie fuzzy mnozin pracuje se zobecnenymi charakteristickymi
funkcemi a naklada s nimi, jako by vymezovaly neostre
vymezene mnoziny. (obr. wikipedia)
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Zakladni charakteristiky fuzzy mnozin

Ostré mnoziny = ty, které nabyvaiji jen stupnu nalezeni 0 Ci 1
Prazdna fuzzy mnozina: p(x) = 0 pro vSechna x € X (je ostra)
Jadro fuzzy mnoziny = ostra mnozina , prototypickych prvku® (ij.
nalezicich ji ve stupni 1): kerA={x e X|Ax =1}

Nosic fuzzy mnoziny = ostra mnozina prvku, které do ni alespon
castecne nalezi: supp A ={x € X| Ax > 0}

o-fez fuzzy mnoziny = ostra mnozina prvku, které do ni nalezi
alespon ve stupnia: A, ={xe X|Ax> o}

Fuzzy mnozinu Ize reprezentovat jako systém do sebe razenych ostrych
mnozin (o-fezl)

Vyska fuzzy mnoziny: hgt A =sup {a | A # O}
Normalni fuzzy mnozina: ker A = & (tj. ma prototypickée prvky)
Néktefi autori pouzivaji definici hgt A = 1, coz neni totéz



Operace s fuzzy mnozinami

* Prunik fuzzy mnozin A a B: (AnB)x = min(Ax, Bx),

« Sjednoceni fuzzy mnozin A a B: (AuB)x = max(Ax, Bx),

* Doplnék fuzzy mnoziny A do ostré mnoziny X: (-A)x =1 — Ax,
pro vSechna x € X.

Pro ostré mnoziny souhlasi s obvyklymi mnozinovymi operacemi.
Moznosti pro takové operace je ale vice: Casto se pouzivaji napr.:
« Soucinovy pruanik: (A-B)x = Ax - Bx

* QOdvazny prunik: (A®B)x = max(0, Ax + Bx — 1), aj.

M, U pracuji po fezech (a-fez AnB je prunikem a-fezi A a B), ale
—, -, ® nikoli



Inkluze a rovnost fuzzy mnozin

Fuzzy mnozina A je fuzzy podmnozinou fuzzy mnoziny B, prave
kdyz pro vSechna x € X plati: Ax < Bx.

Znaceni: A c B, jako by Slo o ostré mnoziny

Ekvivalentné: A c B, prave kdyz kazdy a-rez A je (klasickou)
podmnozinou a-rezu B.

Rovnost fuzzy mnozin je dana rovnosti funkci prislusnosti
(extenzionalita = fuzzy mnozina je urCena svymi prvky - s jejich
stupni nalezeni)

- Tj. A= B, praveé kdyz plati obé inkluze, podobné jako pro klasické mnoziny



Zakony platné pro fuzzy mnoziny

Pozorujte, ze plati napr. nasledujici zakony teorie fuzzy mnozin:
s ANnBcAcCAUB

e JcA

s AnBuUC)=(AnB)U(ANC)

- -(AnB)=-Au-B

c —(-A)=A

« KerAcAc SuppA

- A®RBcA-BcANnB

Klasicky platny zakon (A n B) U (A N —B) = A ale obecne plati
pouze pro ostré mnoziny; pro fuzzy mnoziny je platna jen jedna
inkluze: (AN B) U (AN -B) CcA.



3. Fuzzy logika



Pozadavky na fuzzy konjunkci

« Stupen pravdivosti konjunkce p & g zavisi jen na stupnich
pravdivosti vyroku p, g (,extenzionalita®).

« Komutativita (nezalezi na poradi): p&qgq=q&p
» Asociativita (nezalezi na priorité): p& (q&r)=(p&q) &r
« Monotonie (pravdivejsi vyroky = pravdivejsi konjunkce):

jestlize p<q, pak p&r<qé&r
» Klasické hodnoty (1 = plna pravdivost, 0 = plna nepravdivost):

1&p=p, 0&p=0

« Spojitost (mala zména stupnu p, g = mala zména stupné p & q).
* |dempotence p & p = p neni vzdy vhodna, proto ji nevyzadujeme

= tzv. spojité t-normy



Spojité t-normy

p &z d = min(p, q)

delova) t-norma:
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Ostatni vyrokoveé spojky

Ostatni vyrokove spojky Ize definovat na zaklade konjunkce

Disjunkce (,nebo®): maximum

Negace: vychazi ruzné pro rizné t-normy:

- tukasiewiczova t-norma: ne-p = 1-p (,involutivni negace®)

- Minimova a produktova t-norma (,strikini negace®):
ne-p = 1, jestlize p=0
ne-p = 0, jestlize p>0

Priklad: nevysoky (involutivni), nevinny (striktni)

Dulezita spojka (vyjadrfujici plnou pravdivost vyroku):
Ax =1, jestlize x =1
Ax =1, jestlize x<1



Zakony fuzzy logiky

Nekteré vyroky dostavaji ve vsech fuzzy logikach hodnotu 1 ...
tautologie fuzzy logiky. Napf.:

- p&gq=q&p

- p £ ne-(ne-p)

Nektere plati jen v nekterych fuzzy logikach. Napr.:
- ne-(ne-p) = p (zakon dvoijité negace)
plati v Lukasiewiczove, ale ne v produktové ani Godelové
- p&p=p
plati v Godelove, ale ne v Lukasiewiczove ani produktove

Nektere zakony plati v klasicke, ale ne ve fuzzy logice:
- p nebo ne-p (zakon vylouceni tretiho)



Formalni fuzzy logika

Tautologie fuzzy logiky Ize axiomatizovat = Hajkova logika BL
(,Basic fuzzy Logic"):

- (Pp>g)—>(a—>r1)—>(p—>0)

- p&(P—>9)—>q&(q—p)

- (P>@—>n)—>(P&g-r)

- (P&gq—>1—>(p—>(q—r)

- ((p>g)—>nN->(qa—>p)>1)—>r)

- 0 ->p

- Pravidlo modus ponens: z jiz odvozenych p, p — q Ize odvodit g
Specialni fuzzy logiky = rozsSireni BL o dalSi axiomy, napfr.:

- tukasiewiczova: (p >0)—>0)—>p

- Godelova: p—>p&p

Formalni fuzzy logika studuje vlastnosti a vzajemné vztahy
téchto logik (Uplnost, slozitost, teorii dukazu, ...)



4. Fuzzy Cisla



Pojem fuzzy Cisla

Priblizna mnozstvi: priblizné 5, o hodnée vice nez 1000, zhruba
mezi 100 a 200, ...

Modelovani ostrymi mnozinami se dostava do obvyklych
problému, Ize je ale modelovat fuzzy mnozinami

Potfebujeme nejen modelovat pfiblizné mnozstvi néjakou fuzzy
mnozinou, ale také definovat aritmetické operace pro takovato
fuzzy Cisla



Reprezentace pomoci ,hustoty”

« Stupen prislusnosti vyjadruje, jak moc je pravdivy vyrok ,x je
priblizne r*

r R

« Pro snazsi vypocCty se Casto vyzaduje napf. linearita prislusnych
omezujicich funkci prislusnosti (tzv. trojuhelnikova fuzzy Cisla)
apod.



Reprezentace pomoci distribuce

« Stupen prislusnosti vyjadruje, jak moc je pravdivy vyrok ,x je
vetsi nez fuzzy Cislo A"

1

Pripadne, jak moc je x mensi nez fuzzy Cislo B:

1

Umoznuje modelovat: ostra Cisla, nekonecCna fuzzy Cisla, ...



Fuzzy intervaly

« Kombinaci dolnich a hornich odhadu Ize modelovat fuzzy
intervaly [A, B], kde A a B jsou fuzzy Cisla (distribuce):

R

- Cisla reprezentovana hustotou jsou vlastné degenerované fuzzy
intervaly:




Operace s fuzzy Cisly

Operace s fuzzy Cisly mohou byt definovany pomoci obecné
metody pfenaseni operaci na fuzzy mnoziny, zvané Zadehuv
princip rozsireni

Tyto operace s fuzzy Cisly pak tvori fuzzy aritmetiku, v niz jsou
dokazatelné takoveé veéty, jako ,pfiblizné 5 + pfiblizné 3 =
priblizné 8%, nebo ze scitani fuzzy Cisel je komutativni

V nékterych verzich fuzzy aritmetiky jsou dokazatelné i vety typu
,2 + 2 =15 pro velmi vysoké hodnoty dvojky” apod.



9. Fuzzy podobnost



Klasické relace ekvivalence

Binarni relace = vztah mezi dvéma objekty

Matematicky reprezentovana mnozinou (usp.) dvoijic objektu
(tech, které jsou v daném vztahu)

Misto (X, y) € R piSeme zpravidla jen Rxy
Vlastnosti binarnich relaci:

- Reflexivita: pro kazdé x € X je Rxx

- Symetrie: pro kazdé x, y € X: jestlize Rxy, pak Ryx

- Tranzitivita: pro kazdeé x, y, z € X: jestlize Rxy a Ryz, pak Rxz
Reflexivni, symetrické a tranzitivni relace se nazyvaiji relace
ekvivalence



Poincarého paradox

Uvazujme relaci ,x je (v néjakém smyslu) nerozlisitelné od y*

(napf. maji nerozlisitelnou vysku apod.)

Takova relace nerozlisitelnosti by intuitivné mela byt tranzitivni

(a reflexivni i symetricka): je-li x nerozlisitelné od y a y od z, pak

je x nerozlisitelné i od z

Tranzitivita relace nerozlisitelnosti ale vede k paradoxu:
Uvazujme posloupnost objektl, z nichz kazdé dva sousedni jsou nerozliSitelné.

Podle tranzitivity pak museji byt od sebe nerozliSitelné i krajni objekty

Pri dostateCné dlouhé posloupnosti vSak byvaiji krajni objekty snadno
rozliSitelné

Pouziti netranzitivnich relaci nerozlisitelnosti vSak rovnéz vede

ke zcela protiintuitivnim vysledkim. (Kde v fadé ma nastat ostry
zlom v rozlisitelnosti, kdyz sousedni Cleny jsou nerozliSitelné?)

Srv. paradox hromady. ReSeni opét nabizi fuzzy logika.



Fuzzy reSeni Poincarého paradoxu

Fuzzy relace: Rxy muze mit stupné prislusnosti mezi 0 a 1

Podminka tranzitivity, ovSem vyjadrena ve fuzzy logice, bude
pro fuzzy nerozlisitelnost R platit:

Rxy & Ryz < Rxz

Vzpomenme: fuzzy & je spojita t-norma (napf. Lukasiewiczova),
< ve fuzzy logice odpovida (plne platné) implikaci
Pro tukasiewiczovu t-normu plati:

0,99 & 0,99 = 0,98; 0,98 & 0,99 = 0,97; 0,97 & 0,99 = 0,96 atd.
Podminka fuzzy tranzitivity tedy muze byt v Poincarého
posloupnosti splnéna:

Objekty: a ay a, a3 ... A8gg A8y 3101

a;~a, 0,99 099 099 .. .. 099 0,99

a;~a; 1 099 098 097 .. 001 0 0



Fuzzy podobnosti

Relace fuzzy nerozliSitelnosti (a fuzzy podobnosti) tedy mohou
splnovat fuzzy podminky reflexivity, symetrie a tranzitivity, aniz
by narazely na Poincarého paradox

Fuzzy reflexivita: Rxx =1

Fuzzy symetrie: Rxy = Ryx

Fuzzy tranzitivita: Rxy & Ryz < Rxz (pro vsechnax,y, z)
Fuzzy relace ekvivalence (splnujici tyto 3 podminky) se nazyvaji
fuzzy relace podobnosti (Ci nerozlisitelnosti)

Od relaci fuzzy rovnosti se navic vyzaduje podminka, ze Rxy = 1
jen prox =y

Podobnée se zkoumaji relace fuzzy usporadani apod., obecné
jde o teorii fuzzy relaci (Cast teorie fuzzy mnozin)



6. Aplikace fuzzy logiky



Fuzzy fizeni

Fuzzy relace se pouzivaji v praxi pro fizeni procesu

Zakladni myslenkou je zpétna vazba, kterou ndm muze
poskytnout funkce pfislusnosti

Dostatecnost priblizného feSeni a upresnovani touto zpétnou
vazbou v situacich, kdy je potreba fidit proces rychle (pro presne
reseni by bylo treba resit diferencialni rovnici, coz je narocne)
Rizeni je provadé&no pomoci fuzzy pravidel reprezentovanych
fuzzy relacemi, napr.:

- Je-li teplota VELMI VYSOKA, ventil ma byt ZAVRENY

- Je-li teplota VYSOKA, ventil ma byt PRISKRCENY

- Je-li teplota NiZKA, ventil ma byt POOTEVRENY

- Je-li teplota VELMI NiZKA, ventil ma byt OTEVRENY

PFisludné neostré viastnosti (VYSOKA, POOTEVRENY, ..) jsou
reprezentovany fuzzy mnozinami



Priklady aplikaci fuzzy rizeni

Prvni realizovana aplikace:

- cementova pec fizena fuzzy regulatorem (Dansko 1975)
Ukazkové priklady:

- obracené kyvadlo

- vyhybani prekazkam, ...
Praktickeé aplikace:

- Pracky (regulace teploty a pfitoku vody)

- Fotoaparaty (ostfeni, clona, ...)

- Toalety (vyhfivani sedatek)

- Finska jezera (vyska vody fizena fuzzy regulatorem zalozenym na

tukasiewiczove logice)

- CADIAG = vidensky expertni systém pro diagnostiku srdecnich
chorob (kombinace fuzzy a pravdépodobnostnich metod, dosti
nepfehledna pravidla, ale diagnostikuje Iépe nez |€kar)



Neurcitost stupnu pravdivosti

« Jazyk neurcuje hodnoty pravdivostnich stupnu vagnich vyroku
(... je 35-lety Clovek mlady ve stupni 0,76, nebo 0,817?)

* Inzenyrské fuzzy metody obvykle nejaké konkrétni stupne zvoli
(jako technické zpresnéni pojmu)

« Formalni (neboli matematicka) fuzzy logika ale zkouma zakony,
které plati pro vsechna takova technicka zpresnéni. Proto ji na
konkrétnich stupnich nezalezia jeji zakony plati obecne pro
vsechny neostré vlastnosti.

(podobné jako zakony klasickeé logiky plati pro vSechny mozné stavy

svéta a jako zakony pravdépodobnosti plati pro vSechny hodnoty
subjektivnich pravdépodobnosti)



Fuzzy logika vs. fuzzy inzenyrstvi

Inzenyrskeé fuzzy metody: arbitrarni volba funkce prislusnosti
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Formalni logika: uvazuje vSechny moznosti
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Logika: reprezentuje spravne, ale nic nespocita
Inzenyrstvi: spocita vsSe, ale nereprezentuje vagnost spravne



Jak je tedy dulezité byt fuzzy?

« Pomoci fuzzy logiky vyresime paradoxy (hromady, Poincarého)
» Lépe modelujeme neostré a vagni vlastnosti, priblizna cCisla atd.

* Inzenyrské aplikace fuzzy metod umoznuji rychlé a efektivni
fizeni procesu

« Je k tomu ale treba neklasického usuzovani a sofistikovanych
metod aplikované matematiky

Proto:

« Kdykoli je to mozng, je lepsSi byt ostry
* ODbcas je ale lepsi byt fuzzy

[Obrazky na str. 7, 19 a 22 prevzaty z Wikipedie, na str. 17 ze stranek Ul AV CR]



